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lehdj.kbdkbZ 16 vjSf[kd varj lehdj.k* 

lajpuk 

16-0 mís”; 

16-1 fo’k;-izos”k 

16-2 izkoLFkk vkjs[k rFkk xq.kkRed fo”ys’k.k [Phase Diagram and Qualitative 
Analysis] 

16-3 vjSf[kd varj lehdj.kksa dk jS[kh;dj.k [Linearising Non-Linear 
Difference Equations] 

16-4 vjSf[kd varj lehdj.kksa ds vuqiz;ksx [Applications of Non-Linear 
Difference Equations] 

 16-4-1 lksyks izfreku [Solow Growth Model] 

 16-4-2 vkorZu rFkk vukorZu ¼vO;oLFkk½ [Cycles and Chaos] 

16-5 lkj-la{ksi 

16-6 cks/k-iz”uksa ds mÙkj@ladsr 

16-0 mís”; 

bl bdkbZ dks i<+us ds i”pkr~ vki] fuEufyf[kr ls Hkyh&Hkkafr voxr gks tk,axs %  

• jSf[kd ,oa vjSf[kd varj lehdj.kksa ds chp varj ls( 

• izkoLFkk vkjs[k dh ladYiuk ls rFkk vjSf[kd varj lehdj.kksa dks le>us esa 
blds egRoiw.kZ ;ksxnku ls( 

• vjSf[kd varj lehdj.kksa ds xq.kkRed fo”ys’k.k dh fof/k ls( 

• vjSf[kd varj lehdj.kksa dks jSf[kd cukus dh fof/k ls( rFkk 

• vjSf[kd varj lehdj.kksa ij vk/kkfjr lao`f) izfreku vkSj vkorZu rFkk vukorZu 
¼vO;oLFkk½ fl)kar esa muds vuqiz;ksxksa lsA 

16-1  fo’k;-izos”k  

fiNyh bdkbZ esa geus jSf[kd varj lehdj.kksa ds ckjs esa i<+kA okLro esa] vusd 
vFkZ”kkL=h; izfr:iksa esa vjSf[kd xR;kRed laca/k mRiUu gksrs gSaA vjSf[kdrk ds vk 
tkus ls varj lehdj.kksa dh lkj oLrq ugha cnyrhA vkbZ, ge ,d lk/kkj.k 
vFkZ”kkL=h; ra= ij fopkj djsaA eku yhft, fd vFkZ”kkL=h; ra=] ftl dh ge ppkZ 
dj jgs gSa] ,d gh pj x X∈  ls of.kZr gS] tgk¡ X ⊆ ℝ okLrfod la[;k js[kk ij ,d 
varjky gS tks fd fjDr ugha gSA vkius leqPp;ksa ij dsafnzr bdkbZ esa okLrfod la[;k 
js[kk rFkk mileqPp;ksa ds ckjs esa i<+k gSA pj x dks ra= izkar esa ra= pj rFkk X dks 
ra= izkar dgk tkrk gSA ra= izkar esa ra= pj ds lHkh laHko eku lfEefyr gksrs gSaA  

gekjs lanHkZ esa] ge vFkZ”kkL=h; ra= dks ,d xR;kRed ra= ekurs gSa] vFkkZr~ x dk eku 
le; vuqlkj ifjofrZr gksrk gSA ge ;g Hkh eku dj pyrs gSa fd le; vlrr 

 

*Jh lkSxrks lsu ,oa lqJh pSrkyh vjksM+k 
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varjkyksa � ∈ �0,1,2,3. . � bR;kfn esa ekik tk jgk gSA pj x ,d varjky esa dsoy ,d 
ckj gh cnyrk gSA leqPp; Z+ ¼vFkkZr~ /kukRed iw.kkZadksa dk leqPp;½ lHkh le; 
varjkyksa dk leqPp; gS vkSj le; izkar ;k le; f{kfrt dgykrk gSA le; dks pj 
x ij ,d iknkad ds :i esa fy[kk tkrk gSA vr%] xt le; varjky t esa x ds eku dks 
O;Dr djrk gSA lHkh varj lehdj.k le; ds vuqlkj pj ds fodkl dks of.kZr djrs 
gSaA ra= dk xR;kRed fodkl ,d Qyu f }kjk ifjHkkf’kr tkrk gS] tks ;g n”kkZrk gS 
fd fdl izdkj xt, x ds iwoZ ekuksa ij fuHkZj djrk gSA ge bls bl izdkj O;Dr djrs 
gSa %  

���� = �(��) 

;gk¡ Qyu f dks xfr dk fu;e vFkok ra= xfrdh dgrs gSaA fiNyh bdkbZ esa geus 
mu varj lehdj.kksa ij fopkj fd;k tks fd ,d jSf[kd lehdj.k }kjk ifjHkkf’kr Fks 
tSls fd  

                 ���� = � + ��� 

vjSf[kd :i esa jSf[kd varj lehdj.k ,d fo”ks’k m)j.k ds :i esa lfEefyr gksrs gSa 
ijarq vjSf[kd varj lehdj.kksa dk ,d Qk;nk ;g gS fd buesa fofo/k izdkj ds le; 
iFkksa dh ,d O;kid Js.kh dks lekfgr fd;k tk ldrk gSA 

;|fi Åij fn, x, vjSf[kd varj lehdj.k dks ( )txfx tt ,1 =+  ls Hkh O;Dr fd;k 

tk ldrk gS] ;gk¡ t ,d Lora= pj dh rjg mifLFkr jgrk gS] rFkkfi ge varj 
lehdj.kksa ds dsoy Lok;Ùk :i dks gh ysaxs ftuesa le;] t] ,d Lora= pj ds :i 
esa mifLFkr ugha gksxkA vr%] ge ;gk¡ viuh ppkZ dks dsoy fuEu izdkj ds varj 
lehdj.kksa ds v/;;u rd lhfer j[ksaxs %  

���� = �(��) 

/;ku nsa xt+1 dk eku dsoy x ds ,d ne fiNys varjky ds eku ij fuHkZj djrk gS 
vFkkZr~ ;g dsoy xt ds eku ij fuHkZj gS] ����  rFkk mlls fiNys ekuksa ij ughaA bl 
izdkj ds varj lehdj.kksa dks izFke&dksfV varj lehdj.k dgrs gSaA bl bdkbZ esa ge 
dsoy izFke&dksfV varj lehdj.kksa ij fopkj djsaxsA 

jSf[kd varj lehdj.kksa dk O;kid :i  

���� = �(��, ����, ����, … , ������, �) 

gS] tgk¡ k ,d /kukRed iw.kkZad gSA bl varj lehdj.k dh dksfV dgrs gSaA Åij fn, 
gq, lehdj.k esa t Hkh ,d Lora= pj ds :i esa mifLFkr gS] tSlk fd geus Åij Hkh 
mYys[k fd;k FkkA ;fn t Lo;a ,d pj ds :i esa mifLFkr u gks rks varj lehdj.k 
Lok;Ùk dgykrk gSA  

dksfV ,d ds Lok;Ùk varj lehdj.k ���� = �(��) dk gy ,d vuqØe { } 0t t
x ∞

=  
gksrk gS tgk¡ tx X∈ gksrk gS vkSj lehdj.k ���� = �(��) dks larq’V djrk gSA 

,sls vuqØe dks lehdj.k ���� = �(��) dh vxzxfr dgrs gSaA  
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vkbZ, ge vius varj lehdj.k ���� = �(��) dks ,d ckj iqu% ns[ksaA /;ku nsa fd 
ge blesa ,d varjky dh voLFkk cnydj bls ( )1t tx f x −=  ds :i esa fy[k ldrs 

gSaA ;fn ,d izkjafHkd izfrca/k ^t = 0 ij x0 gS* rks ge blds gy ds :i esa 
fuEufyf[kr vuqØe Kkr dj ldrs gSA  

( )1 0x f x=  

( ) ( ) ( )2
2 1 0 0x f x f f x f x= = =    

( ) ( ) ( )2 3
3 2 0 0x f x f f x f x = = =   

. 

. 

. 

. 

xt =f (xt-1)=f [ f t-1(x0)]=fh (x0)
 

tgk¡ f t , f  dh t oha iqujkòfÙk dks O;Dr djrk gS f  dh ?kkr dks ughaA Qyu 
( ) ( )0 0, tx t x f x=  dks ra= ( )1t tx f x −=  dh vxzxfr dgrs gSaA  

Åij fn, gq, lehdj.k dh xR;kRedrk dk fo”ys’k.k djus ds fy, ,d cgqr ljy 
ijarq izHkko”kkyh fof/k miyC/k gSA bl rduhd dk iz;ksx djus ds fy,] gesa Qyu f 
dk vkys[k cukuk gksxk vkSj lkFk gh { }1,t tx x +  ds ry esa ,d 450 dk dks.k cukrh 

gqbZ ,d js[kk HkhA 

vxys vuqPNsn esa ge bl izdkj ds vkjs[kksa dh lgk;rk ls izFke&dksfV varj 
lehdj.kksa ds gy rd igq¡pus fd fof/k ij ppkZ djsaxsA bu vkjs[kksa dks ge izkoLFkk 
vkjs[k dgrs gSaA mlds i”pkr~ bl bdkbZ esa ge bls fo’k; ij ppkZ djsaxs fd fdl 
izdkj vjSf[kd varj lehdj.kksa dk fof”k’V fcanqvksa ds izfros”k ¼neighbourhoods½ esa 
jSf[kd varj lehdj.kksa ls lfUudVu fd;k tk ldrk gSA blds i”pkr~ bl bdkbZ 
ds vuqPNsn 16-4 esa vjSf[kd varj lehdj.kksa ds dqN vuqiz;ksxksa dh ppkZ dh xbZ gSA 
bl vuqPNsn esa lksyks }kjk izfrikfnr lao`f) izfreku ij ppkZ dh xbZ gSA var esa bl 
bdkbZ esa vFkZ”kkL=h; ra=ksa ds vkorhZ pØ ,oa vukorhZ O;ogkj dh ppkZ dh xbZ gSA 
vukorhZ O;ogkj dks vO;oLFkk Hkh dgrs gSaA  

16-2 izkoLFkk vkjs[k vkSj xq.kkRed fo”ys’k.k [Phase Diagram and 
Qualitative  Analysis] 

vjSf[kd varj lehdj.kksa ds izkoLFkk vkjs[k gesa muds xq.kkRed ^gy* Kkr djus esa 
lgk;d fl) gksrs gSaA izkoLFkk vkjs[kksa dks le>us ds fy, ge ,d varj lehdj.k 
���� = �(��)*, tgk¡ t  = 0, 1, 2, 3…1 ij fopkj djrs gSaA 

 

 
,d O;kid vjSf[kd izFke dksfV varj lehdj.k x t -1 = f (x t ,t),t = 0,1,2…..}kjk O;Dr fd;k 
tkrk gSA ;gka ge ,d ,sls lehdj.k ij fopkj dj jgs gSa tks Li’Vr% le; ij fuHkZj ugha djrh] 
vFkkZr~ x t +1 = f (x t ) tgka t = 0,1,2,3…..A bls vjSf[kd izFke dksfV Lok;Ùk varj lehdj.k dgrs 
gSaA  
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fLFkfr 1 % 0 < �′(�) < 1  vkSj ���(�) < 0 gS  

ge igys bl vjSf[kd varj lehdj.k dk izkOkLFkk vkjs[k ;g ekurs gq, Kkr djrs gSa 
fd Qyu �(�) ,d o/kZeku Qyu gS vFkkZr~ ��(�) > 0  gS rFkk tSls&tSls � c<+rk 
gS Qyu lery@likV gksus yxrk gS vFkkZr~ ���(�) < 0 gSA  

;fn ge bl oØ dk vkjs[k cuk,a ftlesa xt+1 Å/oZ rFkk xt {kSfrt v{k ij fy;k tk,] 
rks gesa js[kkfp= 16-1 tSlk ,d fp= izkIr gksxkA vkbZ, ge bl oØ dks ¼ftls 
izkoLFkk js[kk dgrs gSa½  

    ���� = ��(��)     …(1) 

ls O;Dr djsaA geus js[kkfp= 16-1 esa geus 450 js[kk Hkh cukbZ gSA oØ �� dk 450 js[kk 
ds lkFk mHk;fu’B gksuk fcanq tt xx =+1  ij ,d larqyu fcanq dks fpfàr djrk gSA 

;fn x0  {kSfrt v{k ij fn;k gqvk ,d izkjafHkd eku gS] rks lehdj.k ¼1½ ls ge ,d 
Å/oZ&funsZ”kkad eku x1 tgk¡ �� = ��(��) gS] izkIr djrs gSaA ;gh js[kkfp= 16-1 esa 
izkoLFkk js[kk fa izfrfpf=r djrh gSA nwljs n`f’Vdks.k ls ns[ksa rks] {kSfrt v{k ij 
fLFkr x0 dks ;fn ge lh/ks izkoLFkk js[kk rd ys tk,a rks] fcanq A, �� dk eku n”kkZrk 
gSA blds i”pkr~ ge vxyk ;qXe ��  vkSj �� dk ysrs gSa tgk¡ �� = ��(��) gSA /;ku 
nsa fd ��  dks Å/okZ/kj v{k ls {kSfrt v{k ij iqu%] 450 js[kk ¼ftldh <ky 1 gS½ dh 
lgk;rk ls] vkjsf[kr fd;k tk ldrk gSA vkus okys ;qXeksa ds fy, ;gh fof/k 
ckj&ckj viuk;h tkrh gSA ;g izfØ;k tSlk fd geus fiNyh bdkbZ esa Hkh i<+k gS] 
vkorhZ fof/k dgykrh gSA  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

blh rjg uhps nh rhuksa fLFkfr;ksa esa Hkh] Åij of.kZr vkjs[kh; vkorhZ fof/k yxkbZ tk 
ldrh gS %  

�� 

T 

o �� �� �� �̅ 

�� + 1 

B 

45� 

�� 

�� 
A 

�� 

C 

            js[kkfp= 16-1 
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fLFkfr II:  �′(�) > 1 rFkk  ���(�) < 0 gS  

eku yhft, izkoLFkk js[kk ���� = ��(��) gSA 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

fLFkfr III:  −1 < �′(�) < 0  

eku yhft, izkoLFkk js[kk ���� = ��(��)  gSA 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�� + 1 

�� �� o 

�� 

45� 

�̅ 

T 

           js[kkfp= 16-2 

T 

�� �� �� �� �̅ 

�� 

�� 

�� 

�� + 1 

45� 

o 

            js[kkfp= 16-3 
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fLFkfr IV:  �′(�) < −1 

eku yhft, izkoLFkk js[kk ���� = ��(��)  gSA 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Åij nh xbZ pkj fLFkfr;k¡] izkoLFkk js[kk ds pkj vk/kkjHkwr izdkj n”kkZrh gSaA buesa ls 
izR;sd ,d fHkUu le; iFk dks n”kkZrh gSA izR;sd js[kkfp= esa x dk vardkZfyd 
larqyu eku] ftls �̅  ls O;Dr fd;k tkrk gS] js[kkfp= esa nh gqbZ izkoLFkk js[kk vkSj 
ml ls lac) 450 js[kk ds mHk;fu’Brk fcanq ls izkIr gksrkA izR;sd fp= esa mls T ls 
n”kkZ;k x;k gSA fcanq T ij ���� = �� gksrk gSA 

vc ge ;g tkuuk pkgrs gSa fd ;fn ,d izkjafHkd eku x0 ≠ �̅ fn;k gS] rks D;k 
izkoLFkk js[kk }kjk fufnZ’V ifjorZu dk izfr:i gesa vfo:) :i ls �̅ dh vksj ys 
tk,xk ;k bl ls nwjA ;fn ;g gesa �̅  dh vksj ys tkrk gS rks ;g vfHklj.k dh 
fLFkfr dgykrh gS] ugh arks vilj.k dhA Åij yh xbZ fLFkfr 1 esa izkoLFkk js[kk fa 

gesa lqfLFkj iFk ls] x0 ls �̅  dh vksj ys tkrh gS fcuk fdlh nksyu dsA ;fn x0, 

�̅  dh nkbZa vksj fLFkr gks rks Hkh] �̅  dh vksj dk iFk fLFkj vkSj ckbZa fn”kk esa jgrk 
gSA bls larqyu dk vfHklj.k dgk tkrk gSA fLFkfr II esa izkoLFkk js[kk fb ftldh <ky 
1 ls cM+h gS] ,d vilkjh iFk n”kkZrh gSA bl fLFkfr esa ;fn ge  �̅  ls cM+s izkjafHkd 
eku x0 ls izkjaHk djsa rks ge fujarj larqyu eku ls nwj] x ds cM+s vkSj vf/kd cM+s 
ekuksa dh vksj tkrs gSaA blh izdkj ;fn ge izkjafHkd eku ls NksVk ysa] rks ge ikrs gSa 
fd �̅  ds eku foijhr fn”kk esa vilkjh xfr n”kkZrs gSaA fLFkfr III vkSj IV esa oØ 
larqyu fcanq ls vkxs fudy tkrk gS rFkk gesa lqfLFkj nksyuh xfr izkIr gksrh gSA 
izkoLFkk js[kk fc dh fujis{k <ky 1 ls de gSA bl fLFkfr esa x, �̅  ls ftl lhek rd 
vkxs fudy x;k gS] mlh ds vanj jgrs gq,] izR;sd Øfed le; varjky esa de gksrk 
gqvk  �̅  dh vksj vfHklfjr gksrk gS] vFkkZr~ x0 ls ;g x1 rd tkrk gS tks fd �̅  ls 
vf/kd gS] blds i”pkr~ ;g x1 ls x2 rd tkrk gS tks fd �̅ ls de gksrk gSA izkoLFkk 
js[kk fd  dh fujis{k <ky 1 ls vf/kd gS vkSj gekjs le{k ,d vilkjh le; iFk dk 
foijhr ǹ”; mifLFkr gksrk gSA 

T 

�� �� �̅ 

�� �� + 1 

45� 

o 

           js[kkfp= 16-4 
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Åij dh xbZ ppkZ ls ge nks ewyHkwr fu;e izkIr gksrs gSa %  

i½ ,d izFke-dkfV] Lok;r] vjSf[kd varj lehdj.k dk ,d fLFkj 
LFkk;h@vifjorhZ&n”kk larqyu fcanq ¼stable steady-state equilibrium point ½ 
�̅  gksxk] ;fn vodyt ¼tks vkSj dqN ugha] izkoLFkk js[kk dh <ky gh gS½ dk 
fujis{k eku �′(�̅), 1 ls de gS] vkSj ;g larqyu fcanq vfLFkj gksxk ;fn 
vodyt dk �̅ ij fujis{k eku 1 ls vf/kd gSA  

ii½  ,d izFke&dksfV] Lok;r] vjSf[kd varj lehdj.k ls gesa xt esa iznksyu izkIr 
gksrk gS ;fn �′(�) , izR;sd xt > 0 ds fy, _.kkRed gS tcfd xt dh xfr 
,dfn’V gksxh ;fn �′(�) , izR;sd xt > 0 ds fy, /kukRed gSA  

cks/k iz”u 1 

1½  ,d vjSf[kd varj lehdj.k D;k gksrk gS\ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

2½ ,d izkoLFkk vkjs[k ls vki D;k le>rs gSa\ bldk mi;ksx D;k gS\  

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

3½ ,d jSf[kd varj lehdj.k vkSj ,d vjSf[kd varj lehdj.k ds larqyu esa 
ewYkHkwr varj D;k gS\ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

16-3 vjSf[kd varj lehdj.kksa dk jS[kh;dj.k [Linearising Non-Linear 
Difference Equations] 

fdlh varj lehdj.k ds larqyu fcanq vFkkZr~ fLFkj fcanq Kkr djus ds i”pkr~ gekjs 
lkeus tks eq[; dk;Z jg tkrk gS og gS ml larqyu dh fLFkjrk dk irk yxkukA 
vjSf[kd lehdj.kksa ds fy,] ge larqyu fcanqvksa dh tk¡p dsoy muds vkl-ikl ds 
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,d NksVs@y?kq izfros”k esa dj ldrs gSA ,slk djus ds fy,] vjSf[kd Qyu dks 
larqyu fcanq ij jSf[kd cuk;k tkrk gS vkSj mlds i”pkr~ bl jSf[kd lfUudVu dh 
<ky dh tk¡p dh tkrh gSA okLro esa] ;g ek= mldk foLrkj gS tks geus fiNys 
vuqPNsn esa fd;k Fkk tc geus izkoLFkk vkjs[kksa dk v/;;u fd;k Fkk % geus larqyu 
dh fLFkjrk dk vuqeku yxkus ds fy, izkoLFkk vkjs[k esa Qyu f (x) dh <ky dh 
lgk;rk yh FkhA geus larqyu ds {ks= esa f (x) dh <ky dh tk¡p dh FkhA  

geus igys Hkh ,d bdkbZ esa ;g ns[kk gS fd ge fdl izdkj Vsyj Js.kh izlkj ds 
iz;ksx ls fdlh vjSf[kd Qyu dks jSf[kd cukrs gSaA vc ge f (x) vFkkZr~ vius 
vjSf[kd varj Qyu dks jSf[kd cukus dk iz;kl djrs gSaA blds fy, gesa bl Qyu 
dk larqyu fcanq ij izFke-dksfV Vsyj Js.kh izlkj Kkr djuk iM+sxkA ;|fi ,d 
izFke-dksfV Vsyj Js.kh izlkj ls gesa ,d vjSf[kd Qyu dk jSf[kd lfUudVu izkIr 
gksrk gS] leL;k ;g gS fd ;g lfUudVu izlkj fcanq ds vkl-ikl ,d lhfer ifjlj 
esa gh lgh eku nsrk gSA lkFk gh ewy Qyu dh oØrk ftruh vf/kd gksxh] ;g 
ifjlj mruk gh NksVk gksxkA fuf”pr :i ls ;g t+:jh ugha fd ge bl izlkj dks 
izFke-dksfV rd gh lhfer j[ksa] ge bl izdkj dks ftl dksfV rd pkgsa ys tk ldrs 
gSaA ;fn gekjs oØ dh oØrk cgqr vf/kd gS rks gesa bldk vPNk lfUudVu izkIr 
djus ds fy, mPp-dksfV ds izlkj dh vko”;drk iM+sxh ijarq mPp&dksfV ds izlkjksa 
esa vjSf[kd in@rRo vk tkrs gSa vkSj gekjk y{; ,d jSf[kd izlkj izkIr djuk gSA 
blfy, ge izFke-dksfV vFkkZr~ jSf[kd izlkj ij gh :d tkrs gSaA  

fdlh fn, gq, O;kid Qyu f (x) dk izFke-dksfV Vsyj Js.kh lfUudVu Kkr djus ds 
fy,] ge loZizFke x dk og eku fu/kkZfjr djrs gSa] ftl ij gesa vius vjSf[kd 
Qyu dk jSf[kd lfUudVu Kkr djuk gSA vkbZ, ge x ds bl eku dks x* ls Kkr 
djsaA bldk vFkZ gS fd lfUudVu fcanq ij f (x) dk eku f (x*) gksxkA Qyu f (x) dk 
fdlh Hkh fcanq x* ij lfUudVu ge fuEu izdkj ls Kkr dj ldrs gSa %  

( ) ( )
*

* *( ) ( )df xf x f x x x
dx

≈ + −   

/;ku nsa fd bl lehdj.k ds nk,a i{k esa mifLFkr vodyt dk eku Hkh x* ij gh 
Kkr fd;k tk,xkA x, x* ds ftruk fudV gksxk] lfUudVu dk eku mruk gh csgrj 
gksxkA  

vc ge bl lfUudVu fof/k dk iz;ksx ,d izFke&dksfV varj lehdj.k ij djrs gSaA 
Lej.k jgs fd ge uhps nh xbZ izFke-dksfV varj lehdj.k dk lfUudVu Kkr djus 
dk iz;kl dj jgs gSa] vkSj x* ;k �̅  dks rU= ds ,d larqyu fcUnq dks n”kkZus ds fy, 
iz;ksx dj jgs gSa  

���� = �(��) 

x* bl varj lehdj.k dk ,d larqyu fcanq gSA bl larqyu fcanq ds fudV] Qyu dk 
lfUudVu djus ij ge izkIr djrs gSa %  

                                   
( ) ( ) ( ) ( )

*
* *

1t t t

df x
x f x f x x x

dx+ = = + −
                    … (1) 
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/;ku nsa fd x*,d larqyu fcanq gSA vr% ge bl lehdj.k dks bl izdkj Hkh fy[k 
ldrs gSa %   

      
( )*

* *
1 ( )t t

df x
x x x x

dx+ = + −   …(2) 

vkbZ, ge ,d u;k pj xD ifjHkkf’kr djsa tks fd x ds orZeku eku ls larqyu eku  
x* ds fopyu dks O;Dr djrk gSA vr%] xD

t = xt – x* vkSj xD
t+1 = xt+1 – x* gSA bl 

izdkj ge lehdj.k ¼2½ dks fuEu :i esa fy[k ldrs gSa %  

( )*

1
D D
t t

df x
x x

dx+ =
  

 …(3) 

lehdj.k ¼3½ dh O;k[;k djrs gq,] gesa ;g /;ku j[kuk pkfg, fd geus izFke 

vodyt 
( )*df x
dx  

dk eku ,d fcanq x* ¼tks ;gk¡ ij larqyu fcanq gS½ ij Kkr fd;k 

gS] vr% ;g ,d vpj gSA bl rF; ds izdk”k esa ;g fLFkj xq.kkad okyk ,d le?kkr 
lehdj.k cu tkrk gSA vFkkZr~ gesa ,d izFke&dksfV le?kkr varj lehdj.k izkIr 
gksrk gSA D;ksafd ;g ,d le?kkr lehdj.k gS] bldk larqyu xD = 0 ij gksxkA ijarq 
xD ewy pj dk larqyu fcanq ls fopyu gS] blfy, xD = 0 dk vFkZ gS x = x*A vr% 
;fn lehdj.k 2 fLFkj gS tcfd xD blds larqyu fcanq dh vksj vfHklj.k djrk gS] 
rks x Hkh vius larqyu fcanq dh vksj vfHklj.k djsxkA  

cks/k iz”u 2 

1½ ge vjSf[kd varj lehdj.kksa dks jSf[kd cukus dh vko”;drk D;ksa iM+rh gS\ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

2½  ,d ,slh fof/k lq>kb, ftlls ,d izFke-dksfV vjSf[kd varj lehdj.k dk 
lfUudVu mlds larqyu fcanq ds lehi ,d y?kq izfros”k esa fd;k tk ldsA  

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 
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16-4 vjSf[kd varj lehdj.kksa ds vuqiz;ksx [Applications of Non-Linear 
Difference Equations] 

bl vuqPNsn esa ge vjSf[kd lehdj.kksa ds dqN vuqiz;ksxksa dh ppkZ djsaxsA laHkor% 
bu lehdj.kksa ds fofHkUu vuqiz;ksxksa esa lcls vf/kd tkus&igpkus vuqiz;ksx vkfFkZd 
fodkl ds dqN izfrekuksa esa feyrs gSaA ;gh ugha vusd miHkksx izfreku Hkh vjSf[kd 
lehdj.kksa ls fu:fir gksrs gSa fo”ks’kdj rc] tc mi;ksfxrk Qyu vR;ar izfrca/kkRed 
u gksA ijarq ge ;gk¡ miHkksx Qyu dh ppkZ ugha djsaxs] vfirq vU; vjSf[kd 
xR;kRed izØeksa dh ppkZ djsaxsA fo”ks’k :i ls ge viuh ppkZ esa jkcVZ lksyks }kjk 
izLrkfor ,d vjSf[kd lao`f) izfreku rFkk vkorZu vkSj vukorZu dks lfEefyr 
djsaxsA  

16-1-1 lksyks izfreku [Solow Growth Model] 

vkbZ, ge tkus fd ,d laof̀) izfreku ls ge D;k le>rs gSaA D;ksafd ge xfrdh ij 
ppkZ dj jgs gSa] ge ;g ns[kuk pkgsaxs fd ,d pj fdl izdkj le; ds lkFk 
fodflr gksrk gSA ;gk¡ ge ;g ekurs gSa fd le; vlrr~ Lrj ij ifjofrZr gksrk gSA 
vkfFkZd laof̀) ds fl)kar esa ge ns[krs gSa fd fdl izdkj dqy mRikn ;k vk; le; 
ds lkFk ifjofrZr gksrs gSaA ge bl lsesLVj esa ^O;f’V vFkZ”kkL= ds fl)kar* ikB~;Øe 
esa ikBdksa dk ifjp; ,d mRiknu Qyu ls djok pqds gSa tks  mRikn] Je rFkk iw¡th 
ij fuHkZj ,d Qyu gksrk gSA ;gk¡ ge iwjh vFkZO;oLFkk ds fy, ,d dqy mRiknu 
Qyu ij fopkj djsaxsA  

^lef’V vFkZ”kkL= fl)kar* ikB~;Øe ds varxZr ikBdksa dk ifjp; dqy leqPph—r 
vFkZO;oLFkk ds v/;;u ls] vFkkZr~ fdlh vFkZO;oLFkk ds le’Vhxr i{k ls gksxkA nksuksa 
ikB~;Øeksa ds v/;;u ls cuh gekjh le> ds vk/kkj ij] ge ;gk¡ ij ewYkr% ;g tk¡p 
dj jgs gSa fd fdl izdkj dqy mRikn ;k ftls ge fdlh vFkZO;oLFkk dk dqy ?kjsyw 
mRikn dgrs gSa] dqy Je rFkk iw¡th ¼e”khujh rFkk midj.k½ esa of̀) ds ifj.kke 
Lo:i le; ds lkFk of/kZr gksrk gSA  

izksQslj jkcVZ lksyks us o’kZ 1956 esa vkfFkZd lao`f) dk ,d izfreku izfrikfnr fd;k 
FkkA ;g izfreku vFkZ”kkL=h; fo”ys’k.k dk dsanzh;@eq[; izfreku cu x;k gS vkSj og 
vk/kkjHkwr izfreku cu x;k gS ftlds vk/kkj ij lao`f) ij vkxs dkQh dk;Z fd;k 
x;k gS vkSj u, izfreku lq>k, x, gSaA bl izfreku ds fy, izks- lksyks dks 1987 esa 
vFkZ”kkL= esa ukscsy iqjLdkj fn;k x;kA jkcVZ lksyks dk vkfFkZd lao`f) izfreku] 
ftlij ge ;gk¡ fopkj djus tk jgs gSa] laof̀) dk uo”kkL=h; izfreku Hkh dgykrk 
gSA bl izfreku esa nks pj okyk varj lehdj.k gksrk gS ijarq lao`f) izfrekuksa esa 
iz;qDr gksus okyh ,d lkekU; rduhd ls bls ,d pj okys varj lehdj.k esa 
ifjofrZr fd;k tk ldrk gSA ge ,d leqPPkh—r ¼aggregate½ mRiknu Qyu ls 
izkjaHk djrs gSa %  

�� = �(��, ��) 

tgk¡ Y dqy mRikn gS] K dqy iw¡th rFkk L dqy Je gSA izR;sd pj ds lkFk layXu 
iknkad ;g n”kkZrsa gSa fd mRiknu izØe@izfØ;k esa dksbZ foyEc@varjky ¼lag½ ugha 
gSA 
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fLFkfr dks ljy cukus ds fy, ge ;g ekurs gSa fd Je ¼ftls ge tula[;k ds 
le:i ekurs gSa] vFkkZr~ Je cy esa Hkkxhnkjh dh nj 100 izfr”kr gS½ cfgtkZr 
vuqikfrd nj n ij c<+rk gSA nwljs “kCnksa esa] ge fuEufyf[kr varj lehdj.k izkIr 
djrs gSa %  

�� = (1 + �)���� 

iwath] fuoy fuos”k ds ifj.kkeLo:i c<+rh gSA bls dqy fuos”k esa ls voewY;u dks 
?kVk dj izkIr fd;k tkrk gSA vr%] fuoy fuos”k dks nks Øfed le; varjkyksa esa 
iw¡th dh ek=k esa ifjorZu ds :i esa ifjHkkf’kr fd;k tkrk gSA ;g ,d uo”kkL=h; 
izfreku gS] vr% lkjh cpr dks mRiknd HkkSfrd iw¡th ds :i esa fuos”k fd;k tkrk 
gSA vr%] fuos”k dks cpr ds cjkcj ekuk tkrk gSA uhps fn, lehdj.k ij fopkj 
dhft, ftlesa varjky t ij iwath dk eku ¼Kt½] varjky t−1 ij iw¡th ¼Kt-1½ ds 
Qyu ds :i izkIr gksrk gS %  

                                        ( )1 1 1( , ) 1t t t tK sF K L Kδ− − −= + −  

;gk¡] s vkSlr cpr vuqikr vFkkZr~ 
�
�

 gSA vr%] ( , )S sY sF K L= =  gSA ge cpr S 
dks Hkh fuos”k I ds cjkcj eku jgs gSaA vr%] ge bls ( ),I sF K L=  ls O;Dr dj 

ldrs gSaA ;g Li’V gksuk pkfg, fd 

���� = Kt −Kt-1 gSA blls gesa izkIr gksrk gS fd  Kt = ���� + Kt-1 gSA ;fn ge � 
dh nj ls ewY;gzkl ?kVk,a] rks ge Kt = ���� + (1 − � ) Kt-1 izkIr djrs gSaA It ds 
LFkku ij sF (Kt-1,Lt-1) j[kus ij ge ikrs gSa fd Kt = sF (Kt-1,Lt-1) +(1 − � ) 
Kt-1  gSA 

/;ku nsa le; varjky t esa vkus okyh ubZ iw¡th ds fy, varjky t – 1 esa cpr dh 
tkrh gSA Åij fn;k x;k lehdj.k gesa ;g crkrk gS fd orZeku varjky dh iw¡th 
(Kt) fiNys varjky dh iw¡th esa ls ewY;gzkl [(1 − �)���� ] dks ?kVkdj izkIr gq, 
Hkkx rFkk fiNys o’kZ dh vk; ¼mRikn½ ls dh xbZ cpr ¼tks fd fuos”k ds cjkcj 
gksrh gS rFkk tks fd u, varjky esa ubZ iw¡thxr oLrqvksa rFkk midj.kksa ds ek/;e ls 
O;Dr gksrh gS½ ds cjkcj] vFkkZr~ ���(����, ����)� gksrh gSA  

vkbZ, vc ge mRiknu Qyu ds fy, Hkh ,d dYiuk djsaA ge eku dj pyrs gSa fd 
mRiknu Qyu] iSekus dk fLFkj izfrQy n”kkZrk gSA bldk vFkZ gS fd ;fn Je vkSj 
iw¡th esa λ xq.kk o`f) gksrh gS rks mRiknu Hkh mlh xq.kd ls vFkkZr~ λ xq.kk gks tk,xkA 
vFkkZr~ iSekus ds fLFkj izfrQy] [CRS] ls gesa izkIr gksrk gS %  

��� = �(���, ���) 

eku yhft, λ = 
�
��

 gSA bl fLFkfr esa ge ikrs gSa fd 
( ),

,1t t t

t t

F K L KF
L L

 
=  

   
gS] 

tgk¡ t

t

K
L  

orZeku iw¡th&Je vuqikr gSA lehdj.k dk nk;k¡ i{k og jkf”k n”kkZrk gS 

tks fd ,d vdsyk Jfed mRikfnr djsxk ;fn mls orZeku iw¡th&Je vuqikr ds 
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cjkcj iw¡thxr LVkWd miyC/k gksA bl lehdj.k dk ck;k¡ i{k izfr Jfed@O;fDr 
mRiknu dks n”kkZrk gS rFkk bls ty  ls O;Dr fd;k tkrk gSA  

ge Åij izkIr lehdj.k dks ( )tt kfy =  ds :i esa fy[k ldrs gSa tgk¡ 
t

t
t L

Kk = gSA 

;gk¡ geus izfr O;fDr mRiknu dks izfr O;fDr iw¡th ds Qyu ds :i esa n”kkZ;k gSA 
vc Åij izkIr fd, x, lehdj.k ( ) ( ) 111 1, −−− −+= tttt KLKsFK δ  ij /;ku nsaA 
vkbZ, ge bl lehdj.k ds nksuksas i{kksa dks Lt ls foHkkftr djsaA blls ge izkIr djrs 
gSa %  

                                       

( ) ( )
t

t

t

tt

t

t

L
K

L
LKFs

L
K 111 1, −−− −

+=
δ

 

bl lehdj.k ds nk,¡ i{k esa nksuksa le; vof/k;ksa t  −1 vkSj t ls lacaf/kr in gSaA 
blds lek/kku ds fy,] vkbZ, ge nk,¡ i{k ds izR;sd in dks ���� ls xq.kk rFkk 
foHkkftr djsaA ,slk djus ij ge izkIr djrs gSa %  

( ) ( )















 −
+
















= −

−

−−

−

−−

t

t

t

t

t

t

t

tt

t

t

L
L

L
K

L
L

L
LKsF

L
K 1

1

11

1

11 1, δ
   …(4) 

bl lehdj.k esa in 
( )

1

11,

−

−−

t

tt

L
LKF

 
le; vof/k t −1 esa izfr O;fDr mRiknu gS rFkk 

in 
1

1

−

−

t

t

L
K

 
le; vof/k t  − 1 esa iw¡th&Je vuqikr gSA geus Åij ns[kk fd 

( ) 11 −+= tt LnL  gSA blls ge ikrs gSa fd ( )nL
L

t

t

+
=−

1
11

 
gSA izfr O;fDr ek=kvksa ds 

ladsr fpàksa dk iz;ksx djus ij ftUgsa ge igys gh ifjHkkf’kr dj pqds gSa] ge 
lehdj.k ¼4½ dks bl izdkj fy[k ldrs gSa %  

                                  

( )
1

1

1
1

1 −
− 








+
−

+
+

= t
t

t k
nn

ksfk δ     …(5) 

;gk¡ n vkSj δ cfgtkZr gSa ¼vFkkZr~ izfreku ds ckgj ls fn, gq, rFkk fuf”pr gSa½A 
vr%] ge ,d izFke&dksfV varj lehdj.k izkIr djrs gSa tSlk fd lehdj.k ¼5½ esa 
n”kkZ;k x;k gS] ftlesa ��, ����dk Qyu gSA geus f (��) dks ,d ifj”kq) Qyu ds 
:i esa O;Dr ugha fd;k gS] vr% ge Lo;a dks lehdj.k ¼5½ ds ,d xq.kkRed] izkoLFkk 
vkjs[k fo”ys’k.k rd lhfer j[krs gSaA ge ns[k ldrs gSa fd izfr O;fDr mRiknu 
Qyu ( )tt kfy =  ds xq.k/keZ lkekU; mRiknu Qyu ds leku gh gSaA lkFk gh �′ 
(x) > 0 rFkk �′′ (x) < 0 gSA bu ekU;rkvksa ds vk/kkj ij ge ,d izkoLFkk vkjs[k cuk 
ldrs gSa tSlk fd js[kkfp= 16-5 esa n”kkZ;k x;k gSA  
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larqyu fcanq ij *
1 kkk tt ==−  ¼eku yhft,½ gSA bl izdkj] ;|fi gekjs ikl f(x) 

dh ,d lqLi’V ifjHkk’kk ugha gS] rks Hkh ge ns[k ldrs gSa fd lehdj.k ¼5½ laca/k  

                                                    
( ) ( )

s
n

k
kf δ+

=*

*

 

dks larq’V djrk gSA  

16-4-2  vkorZu rFkk vukorZu [Cycles and Chaos] 
vHkh rd geus dsoy mUgha vjSf[kd varj lehdj.kksa ij fopkj fd;k gS ftuds fy, 
Qyu f (.) dh <ky viuk fpà ugha cnyrh] vFkkZr~ xt+1 dk xt ds lkis{k@izfr ;k 
xt dk xt+1 ds lkis{k vkys[k viuk fpà ugha cnyrkA nwljs “kCnksa esa] izkoLFkk vkjs[k 
esa xt+1 ds lkis{k xt dk vkys[k] ;k rks ,d fn’V o/kZeku vFkok ,dfn’V gzkleku 
gksrk gS ijarq dHkh Hkh ioZr ds vkdkj dk ¼mYVs U ds vkdkj dk½ ;k ?kkVh ds 
vkdkj dk ¼U ds vkdkj dk ugha gksrk½A bl mi-vuqPNsn esa] mu vjSf[kd varj 
lehdj.kksa ij fopkj djrs gSa tks izkoLFkk vkjs[k esa ioZr ds vkdkj ds oØksa dks 
mRiUu djrs gSaA bl izdkj ds varj lehdj.kksa esa jkspd xR;kRed O;ogkj ns[kus dks 
feyrk gS tSls fd pØ] tks izR;sd nks ;k rhu le; vof/k;ksa esa Lo;a dks nksgjkrs gSa 
;k fQj ,sls xR;kRed izØe ftuesa xt ds O;ogkj esa vfu;ferrk gksrh gSA bl izdkj 
ds vfu;fer izØe dks vukorZu ¼Chaos½ dgrs gSaA ,slh pØh; vFkok vO;ofLFkr 
O;ogkj dk foLrkj esa fo”ys’k.k djuk bl bdkbZ ds fo’k;-{ks= ls ckgj gSA vr%] ge 
bl bdkbZ esa bu fo’k;ksa dk dsoy ifjp;kRed mYys[k djsaxsA  

uhps fn, izFke&dksfV] vjSf[kd] Lok;r varj lehdj.k ij fopkj dhft, % 

xt   +1 = A xt  (1− xt ), where t = 0, 1, 2,...  …(6)  

 larqyu �̅ eku fuEufyf[kr lehdj.kksa dks gy djus ls izkIr gksrs gSa  

js[kkfp= 16-5 % ,d uo”kkL=h; lao`f) izfreku dk izkoLFkk vkjs[k 

�� 

���� 
45° 

�� 0 �� �� �∗ 

�� 

�� 
�� 

�� =  �(����) 
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�̅ − ��̅ (1 − �̅) = 0 ⟹ ��̅� − ��̅ + �̅ = 0 

⟹ ��̅� +  �̅(1 − �) = 0 ⟹ �̅� + �̅
(1 − �)

�
= 0 

bl izdkj ge ikrs gSa %  

�̅ ��
1 − �

�
� +  �̅� = 0 

gesa nks larqyu fcanq �̅ = 0 rFkk �̅ = ����
�

�  izkIr gksrs gSaA nwljs larqyu fcanq ds 

vk/kkj ij ge ;g fu’d’kZ fudky ldrs gSa fd LFkk;h-voLFkk larqyu dsoy rHkh 
izkIr gksrk gS tc A > 1 gksA ;fn A ≤ 1 gks] rks LFkk;h-voLFkk,a “kwU; ;k _.kkRed 
gksrh gSaA ge ,slh voLFkkvksa ij ppkZ ugha djsaxs D;ksafd vFkZ”kkL= esa budk dksbZ 
fo”ks’k egRo ugha gSA Lej.k djsa fd geus izkoLFkk vkjs[kksa ij ppkZ djrs gq, ik;k Fkk 
fd fdlh izFke-dksfV] Lok;r] vjSf[kd varj lehdj.k dk LFkk;h-voLFkk larqyu fcanq 
LFkkuh; :i ls fLFkj gksrk gS ;fn bldh <ky dk fujis{k eku] vFkkZr~ larqyu fcanq 
ij bldk vodyu 1 ls de gksA lehdj.k ¼6½ esa izkIr nks LFkk;h fcanqvksa �̅ =
0 rFkk �̅ = ����

�
� ij vodyt ds eku bl izdkj gSa 

�����

���
= � − 2��� 

�̅ = 0  ij 
�����

���
= � gS vkSj �̅ = ���

�
  ij  ���+1

���
= 2 − �  gSA  

Åij izkIr ifj.kke ;g n”kkZrs gSa fd LFkk;h fcanq �̅ = 0   vfLFkj gS D;ksafd geus A > 
1 ekuk gSA fcanq �̅ = ���

�
 

LFkkuh; :i ls dsoy rHkh LFkk;h gksxk ;fn 2 − �  dk fujis{k eku vFkkZr~ |2 − �| 
< 1 gks] vFkkZr~ ;fn 1 < A < 3 gksA /;ku nsa fd vuqPNsn 16-2 esa izkIr vk/kkjHkwr 
fu;e ¼i½ ;gh gSA  

D;ksafd Åij fy;k x;k lehdj.k ,d izFke-dksfV vjSf[kd varj lehdj.k gS] ge 
bl ds fy, ,d izkoLFkk vkjs[k cuk ldrs gSaA izkoLFkk js[kk dk 450 js[kk dk 

izfrPNsnu lehdj.k ds LFkk;h fcanqvksa ij] vFkkZr~] 0 vkSj ����
�

� ij izkIr gksxkA 

vkys[k dk vf/kdre eku x = �
�
  ij gksxk] tgk¡ <ky �����

���
 = 0 gksxhA Qyu dk 

nwljk vodyt ������
���� =  −2� gS] tks fd _.kkRed gSA ;g n”kkZrk gS fd Qyu 

dk vkys[k mYVs U ds vkdkj dk gksxk ¼js[kkfp= 16-6 ns[ksa½ 

bl vkjs[k ls ikBd Lo;a ns[k ldrs gSa fd izkoLFkk js[kk dk 450 js[kk ds lkFk 
izfrPNsnu] vf/kdre eku fcanq ds ckbZ vksj gksxk ;fn 1 < A < 2 gSA bldk vFkZ gS 
fd fLFkj LFkk;h fcanq �̅ = ���

�
 ij <ky /kukRed gSA tcfd] ;fn 2 < A < 3 rks 

izfrPNsnu fLFkj LFkk;h fcanq ds nkfguh vksj gksxkA 
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;g LFkkuh; fLFkjrk ds izfrca/k dks larq’V djrk gS D;ksafd fLFkj LFkk;h fcanq ij 
izkoLFkk js[kk dh <ky _.kkRed gksxhA  

1 ls de fujis{k eku okyh _.kkRed <ky dk vFkZ gS fd xt] �̅ ds ,d izfros”k ds 
vanj jgrs gq, �̅ dh vksj fdlh Hkh fn”kk ls vfHklfjr gksxk ijarq �̅ dh vksj tkus dk 
iFk nksyuh gksxkA js[kkfp= 16-6 dks nsa[ksA x0 ls izkjaHk gksdj tgk¡ <ky /kukRed gS] 
xt igyh dqN le; vof/k;ksa ,d fn’V :i ls c<+rk gSA ysfdu tc xt] �̅ ds izfros”k 
esa igq¡prk gS] <ky _.kkRed gks tkrk gS rFkk xt dh xfr izfros”k esa nksyuh gks tkrh 
gS vkSj varr% LFkk;h voLFkk dh vksj vfHklfjr gksrk gSA  

;fn A ≥ 3 gS] rks izkoLFkk js[kk dk O;ogkj D;k gksxk\ loZizFke] �̅ = ���
�

  vc fLFkj 

LFkk;h voLFkk ugha jgsxh] cfYd vfLFkj gks tk,xhA nwljs] ioZr ds vkdkj dh 
izkoLFkk js[kk dk ,d fof”k’V xq.k gS tks fd ,d ,dfn’V izkoLFkk vkjs[k ds fy, 
lR; ugha gksxk& vFkkZr~] xt varghu :i ls 0 ;k vuarrk dh vksj ugha tkrk cfYd 
,d lhfer ifjlj esa nksyu djsxk ;|fi ;g LFkk;h voLFkk dh vksj vfHklfjr ugha 
gksxkA ijarq ;g fu;fer vkorhZ O;ogkj n”kkZ,xkA 

tc ,d vjSf[kd varj lehdj.k dk bl izdkj dk mYVs U ds vkdkj dk izkoLFkk 
vkjs[k izkIr gksrk gS] Qyu ds O;ogkj esa ,d izHkkolhek mRiUUk gksrh gSA vFkkZr~ A 
ds eku esa NksVs ls ifjorZu ls Hkh x ds O;ogkj esa vkSj blds iz{ksi-iFk esa ukVdh; 
ifjorZu gksrs gaSA mnkgj.k ds fy,] Åij fn, x, mnkgj.k esa] ;fn A dk eku 2 
vkSj 3 ds chp esa gks] rks x izR;korhZ eku ysrk gS ijarq vfHklj.k dh vksj tkrk gSA 
tSls gh A dk eku 3 ;k mlls vf/kd gksrk gS] iz{ksi iFk vR;kf/kd tfVy gks tkrk 
gSA 3 vkSj 4 ds chp dqN ekuksa ds fy,] xt vkorhZ izR;korZu esa fLFkj gksrk gSA bls 
lhek pØ Hkh dgrs gSaA ewyr% bldk vFkZ gS fd x dsoy ,d fof”k’V ifjlj esa eku 
ysrk gS vkSj blh ifjlj ds vanj ekuksa dk izR;korZu ¼vny-cny½ djrk gSA ;g 
n”kkZ;k tk ldrk gS fd tc A dk eku 3-2 gS] ;fn xfrd ra= yacs le; rd 
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pyrk gS] rks ;g ,d ,sls izfr:i esa fLFkj gksxk ftls vkorZ 2 dk pØ dgrs gSa] ;g 
ekuksa 0-519 vkSj 0-799 ds chp izR;kofrZr gksrk jgrk gSA ;g ,d lhfer pØ esa 
izR;korZu dk ,d mnkgj.k gSA lhfer pØ nksyu dks tUe nsrs gSa ijarq ;g dsoy 
mPp-dksfV ds varj lehdj.kksa esa gksrk gSA izR;korZu lhek pØ dk ewy-rRo gSA ;g 
,d fLFkj lhek pØ dk ,d mnkgj.k gSA 

fQj Hkh] ,slh fLFkfr;k¡ Hkh gks ldrh gS tc lhek pØ vLFkk;h gksA bu pØksa ds 
ewyHkwr xq.k/keZ ogh gksrs gSa tks fd ,d vfLFkj larqyu ds gksrs gSaA budh ewy 
fof”k’Vrk ;g gS fd ;fn ge lhek pØ esa ,d eku ls izkjaHk djsa] rks ge lnk mlh 
pØh; iFk esa jgsaxs] u vfHklj.k gksxk] u vilj.k] ;fn ge pØ ds ckgj fdlh Hkh 
vksj ,d eku ls izkjaHk djsa rks ge pØ ls nwj vilj.k djsaxsA  

;fn ge A dk eku lqfLFkj :i ls c<+k,a] fofHkUu ifj.kke fudy dj vkrs gSaA ;fn 
A = 3.4 gks] rks og varjky ftlesa x dk eku fLFkr gksxk cM+k gksxk ijarq fQj Hkh ;g 
nks ekuksa ds chp jgsxkA ;fn A = 3.5 gks] ra= ,d vkorZ 4 ds pØ esa jgrk gS] tks 
fd x = 0.382 ls x = 0.327 fQj x = 0.501 rd vkSj fQj x = 0.875 rd tk,xkA 
ijarq ;fn A dk eku FkksM+k vf/kd tSls fd  A = 3.84 gks] ra= okfil vkorZ 3 ds 
pØ esa vk tkrk gSA 

A ds ekuksa ds ckjs esa ,d jkspd rF; ;g gS fd blds izR;kiZ.k dh vkofrZ lnSo 
,dlkj ugh gksrhA ;gha vO;oLFkk dh fLFkfr iSnk gksrh gSA ;fn ge A = 3.85 ysa rks 
ge ik,axs fd ra= ,d Å¡ps@Åijh larqyu fcanq ds vkl-ikl ,dkarfjr gksrk gS] ijarq 
dHkh vius vkidks nksgjkrk ughaA ;g ,slk dksbZ izfr:i ugha n”kkZrk tks ckj-ckj 
vius dks nksgjkrk gksA ;g vukorhZ gks tkrk gSA nwljs “kCnksa esa] ra= vO;ofLFkr gks 
tkrk gSA  

vO;oLFkk dk v/;;u vFkZ”kkL= esa fdl izdkj mi;ksxh gS\ loZizFke] vO;oLFkk vkSj 
,d ;kn`fPNd izØe esa varj djuk vR;ar dfBu gSA vkSj ;g ;kn`fPNd izØe D;k 
gS\ vxys lsesLVj esa vki lkaf[;dh ds ikB~;Øe esa vuf”prrk vkSj izkf;Drk ds ckjs 
esa v/;;u djsaxsA dqN ikBd igys ls gh izk;fdrk ls ifjfpr gksaxsA ;kn`fPNd izØe 
izkf;drk ls lac) gSA ,d ;kn`fPNd pj ,d ,slk pj gksrk gS ftldk eku la;ksx 
ij fuHkZj gksrk gSA v;kn`fPNd izØe ;k ,sls izØe tks izkf;drk ij vk/kkfjr ugha 
gksrs] fu/kkZj.kkRed izØe dgykrs gSaA xR;kRed izØe] ftUgsa geus jSf[kd ,oa vjSf[kd 
varj lehdj.kksa ds ek/;e ls i<+k gS] fu/kkZj.kkRed izØe gSaA vukofrZ dk egRo ;g 
gS fd vO;oLFkk ,slh fLFkfr dks fpf=r djrh gS ftlesa ,d fu/kkZj.kkRed izØe ,d 
;kn`fPNd izØe ds izfj:i dh udy djrk gSA blfy, ,d ;knf̀PNd izØe vkSj 
vO;oLFkk esa varj djuk vR;ar dfBu gksrk gSA ,d ;kn`fPNd izØe vkSj vukorZd 
izØe esa eq[; Hksn ;gh gS fd ;kn`fPNd izØe dk iwokZuqeku ugha yxk;k tk ldrkA 
tcfd ,d vukorZd ra= esa] ;fn izkpy fn, gksa] rks vkxs vkus okys ekuksa dk 
vuqeku ljyrk ls yxk;k tk ldrk gSA  

cks/k iz”u 3 

1½ lksyks laof̀) izfreku ds ewyHkwr varj lehdj.k dh O;k[;k dhft,A 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 
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2½  d½  ,d vO;ofLFkr ra= ds izkoLFkk vkjs[k dk ewYkHkwr vkdkj D;k gksrk gS\ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

 [k½  ,d lhek pØ ls vki D;k le>rs gSa\ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

3½  vFkZ”kkL= esa vukorhZ@vO;oLFkk fdl izdkj egRoiw.kZ gS\ ,d vO;ofLFkr 
izØe] ,d ;kǹfPNd izØe ls fdl izdkj fHkUu gS\ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

16-5 lkj-la{ksi 

bdkbZ 15 jSf[kd varj lehdj.kksa ij dsfUnzr FkhA fiNyh bdkbZ dh rjg] bdkbZ 16 
esa Hkh geus vlrr~ xR;kRed izØeksa dh ppkZ dh] vFkkZr~] os izØe ftuesa ,d pj dk 
eku] mlh pj ds iwoZ ekuksa ij fuHkZj djrk gS pj vius eku vlrr~ pj.kksa esa 
ifjofrZr djrs gS] u fd larrA ;g bdkbZ O;kid varj lehdj.kksa ij vk/kkfjr Fkh] 
jSf[kd varj lehdj.k Hkh ftuds ,d fof”k’V izdkj FksA vr%] bl bdkbZ ds “kh’kZd esa 
iz;qDr in ^vjSf[kd* dks O;kid varj lehdj.k ds :i esa fy;k tkuk pkfg, u fd 
,sls varj lehdj.kksa ds :i esa tks vfuok;Zr% jSf[kd u gksaA bl bdkbZ dk izkjaHk 
varj lehdj.kksa dh O;kid iz—fr dh O;k[;k ls gqvkA geus ns[kk fd jSf[kd varj 
lehdj.k ,d fof”k’V izdkj ds varj lehdj.k gSaA bl bdkbZ dks geus dsoy izFke-
dksfV varj lehdj.kksa] vFkkZr] ,sls varj lehdj.kksa rd lhfer j[kk ftlesa pj dk 
le; vof/k t esa eku dsoy pj ds t  −1 le; vof/k ds eku ij fuHkZj djrk gS] 
t −2, t −3 bR;kfn le; vof/k;ksa ds ekuksa ij ughaA vr%] pj dk eku dsoy pj ds 
Bhd ihNs okys eku ij fuHkZj djrk gSA pj ds vkSj iqjkus ekuksa ij ughaA geus ns[kk 
fd ge lehdj.k esa fcuk lehdj.k ds izFke-dksfV xq.k dks cnys le; vof/k dks 
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cny ldrs gSaA vFkkZr~] ge vof/k t + 1 esa pj dk eku] dsoy pj ds le; vof/k t 
ds eku ds in esa Kkr dj ldrs gSaA  

vxys vuqPNsn esa ikBdksa dk ifjp; izkOkLFkk vkjs[k ¼;k izkoLFkk js[kk½ ls djok;k 
x;k ftuls gesa izFke-dksfV] vjSf[kd Lok;r varj lehdj.kksa dks fpf=r djus esa rFkk 
mlds laHkkfor gy ds ckjs esa ppkZ djus esa lgk;rk feyhA izkoLFkk vkjs[k esa pj ds 
orZeku eku dks {kSfrt v{k ij vafdr fd;k tkrk gS rFkk vkxs vkus okys eku dks 
Å/okZ/kj v{k ij@;k pj ds iwoZ eku dks {kSfrt v{k ij rFkk orZeku eku dks 
Å/okZ/kj v{k ijA geus ik;k fd tcfd izFke-dksfV vjSf[kd varj lehdj.k dks 
fu:fir djus okyk oØ 450 js[kk dks ,d ls vf/kd fcanqvksa ij dkV ldrs gSA 
tcfd gS izFke-dksfV jSf[kd varj lehdj.kksa esa ;g laHko ugha gSA ;fn ,sls varj 
lehdj.k dks fu:fir djus okyk oØ c<+rs gqbZ <ky okyk gks rks larqyu fcanq 
¼LFkk;h fcanq½ vfHklkjh ;k vilkjh gks ldrk gSA de gksrh gqbZ <ky okyk oØ nksyu 
mRiUu djrk gSA D;ksafd bl bdkbZ esa ge dsoy izFke-dksfV varj lehdj.kksa rd gh 
lhfer Fks] ge eq[;r% vkjs[kh; gy izkIr djus dh fof/k;ksa ij gh fuHkZj jgsA vr%] 
izkoLFkk vkjs[k fo”ys’k.k ,d egRoiw.kZ midj.k ds :i esa lkeus vk;kA  

blls vxys vuqPNsn esa geus vjSf[kd varj lehdj.kksa dks jSf[kd lehdj.kksa esa 
ifjofrZr djus dh fof/k;ksa ij fopkj fd;kA blds fy,] geus Qyu f (x) ds fdlh 
mfpr fcanq ij Vsyj Js.kh izlkj dk mi;ksx fd;kA blls vxys vuqPNsn esa geus 
vjSf[kd varj lehdj.kksa ds nks vuqiz;ksxksa ij ppkZ dh lksyks laof̀) izfreku vkSj 
vkorhZ pØksa rFkk vkorhZ vO;oLFkk ¼vukofrZrk½ ijA lksyks lao`f) izfreku esa geus 
izfr-O;fDr mRikn dks izfr O;fDr iw¡th ds Qyu ds :i esa ns[kk rFkk bl Qyu dk 
le; ds lanHkZ esa ¼bl Qyu dh xR;kRedrk½ v/;;u fd;kA bl fLFkfr ds fy, 
,d izkoLFkk vkjs[k miyC/k djok;k x;k ftl esa ,d le; vof/k esa iw¡th-Jfed 
vuqikr dks Å/oZj v{k ij n”kkZ;k x;k rFkk mRikn-Jfed vuqikr dks {kSfrt v{k 
ijA geus ,d vjSf[kd varj lehdj.k dh lgk;rk ls orZeku vof/k dh iw¡th izfr 
O;fDr vkSj fiNyh vof/k ds iw¡th izfr O;fDr ls lac) xR;kRedrk dks n”kkZ;kA  

var esa] bl bdkbZ esa mu xR;kRed izØeksa dh ppkZ dh xbZ ftuesa vjSf[kd Qyuksa ds 
izkoLFkk vkjs[k mYVs U ds vkdkj ds gksaA ,sls izkoLFkk vkjs[kksa ds egRoiw.kZ xq.k/keksZa 
dh ppkZ bl vk/kkj ij dh xbZ fd Qyu dk vf/kdre fcanq 450 js[kk ds ckbZa vksj 
fLFkr gS ;k nkbZa vksjA bl izdkj ds f}?kkr varj lehdj.k dh lgk;rk ls] geus 
lhek pØksa vkSj vukorhZ pØksa dk v/;;u fd;kA  

vukorhZ pØ okyh fLFkfr dks vO;oLFkk dgrs gSaA var esa geus ns[kk fd okLro esa 
vO;ofLFkr O;ogkj] ;kǹfPNd izØeksa ds O;ogkj dh udy djrk gSA  

16-6 cks/k iz”uksa ds mÙkj@ladsr 

cks/k iz”u 1 

1½  ,d vjSf[kd varj lehdj.k ,d ,slk lehdj.k gS ,d pj ds ,d le; 
vof/k esa eku dks mlh pj ds fiNyh le; vof/k;ksa ds ekuksa ls lac) djrk 
gSA lehdj.k dks fu:fir djus okys Qyu dk vkdkj fdlh vkdkj fo”ks’k 
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rd lhfer ugha gSA ,d jSf[kd varj lehdj.k ,d vjSf[kd varj lehdj.k 
dh ,d fof”k’V fLFkfr gSA  

2½ ,d izkoLFkk vkjs[k] ,d pj ds ekuksa dks Å/okZ/kj v{kij rFkk mlh pj ds 
fiNyh le; vof/k ds ekuksa dks {kSfrd v{k ij vafdr djrk gSA ;g izFke-
dksfV varj lehdj.kksa dks n”kkZrk gSA blesa ,d 450 js[kk gksrh vkSj Qyu dk 
bl 450 js[kk ls izfrPNsnu gesa larqyu fcanqvksa dh igpku djus esa enn djrk 
gSA 

3½ d½ ,d jSf[kd varj lehdj.k esa ,d larqyu fcanq gksrk gS] ,d vjSf[kd 
lehdj.k ds ,d ls vf/kd larqyu fcanq gksrs gSA 

 [k½  ,d fLFkj larqyu fcanq dks ,d vfHklkjh rFkk ,d vfLFkj larqyu fcanq 
dks vilkjh dgrs gSaA  

cks/k iz”u 2 

1½ ge ,d vjSf[kd varj lehdj.k dks jSf[kd lehdj.k esa blfy, ifjofrZr 
djrs gSa fd ge lehdj.k dh fLFkjrk dh tk¡p dj ldsaA  

2½ ge ,d vjSf[kd varj lehdj.k dks mlds larqyu fcanq ds lkehI; esa jSf[kd 
cukus ds fy, izFke-dksfV Vsyj Js.kh izlkj dk iz;ksx dj ldrs gSaA  

cks/k iz'u 3 

1½ lksyks izfreku dk vk/kkjHkwr vjSf[kd varj lehdj.k iw¡th-Je vuqikr dks 
fiNyh le; vof/k esa blds eku ls lac) djrk gSA blh Qyu dk izkoLFkk 
vkjs[k cuk;k tkrk gSA  

2½ d½  ,d vO;ofLFkr xR;kRed ra= ¼ds vkjs[k½ dk vkdkj ewyr% ,d ioZr ds 
vkdkj dk gksrk gS tcfd lHkh f}?kkr Qyuksa dk O;ogkj vO;ofLFkr 
ugha gksrkA  

 [k½  ,d lhek pØ] ,d ,sls le; varjky esa] ftlesa Qyu vius lhfer 
eku ysrk gS] ,d vkorhZ fu;fer pØh; O;ogkj n”kkZrk gSA  

3½ vFkZ”kkL= esa vO;oLFkk ;k vukofrZrk egRoiw.kZ gS D;ksafd ;g n”kkZrh gS fd 
fdl izdkj ,d fu/kkZj.kkRed lehdj.k ,d vfu;fer vukorhZ pØh; O;ogkj 
dks tUe nsrk gSA ,d ;kn`fPNd izØe esa vkxs vkus okys ekuksa dk vuqeku ugha 
yxk;k tk ldrk ¼;gh ,d ;kn`fPNd pj dh iz—fr gS½ tcfd ,d 
vO;ofLFkr xR;kRed izØe esa vkxs vkus okys ekuksa dk vuqeku yxk;k tk 
ldrk gSA 




